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ПЕРЕДМОВА 

 

 

Методичні рекомендації до виконання лабораторних робіт та контролю 

знань з дисципліни «Математичне моделювання біологічних систем та 

процесів»розроблено для забезпечення процесу вивчення дисциплінита 

отримання програмних результатів навчання здобувачами вищої освіти другого 

(магістерського) рівня вищої освіти спеціальності 162 Біотехнології та 

біоінженерія, освітньої програми «Біотехнології та біоінженерія» усіх форм 

навчання.  

Методичні рекомендації спрямовані на формування у здобувачів вищої 

освіти практичних навичок проведення лабораторних досліджень, поглиблення 

та закріплення теоретичних знань.  

При підготовці методичних рекомендацій використаний досвід інших 

вузів, наукова і методична література, основний список якої наводиться. 

 

Порядок виконання та оцінювання лабораторних робіт 

 

Перед початком лабораторних робіт викладач проводить інструктаж з 

техніки безпеки проведення лабораторних робіт і пожежної безпеки з 

оформленням у відповідних журналах і з підписами студентів. Студенти, які не 

пройшли інструктаж з техніки безпеки, до виконання робіт не допускаються. 

Перед лабораторними заняттями викладач перевіряє опанування 

студентами теоретичної частини та методики виконання лабораторної роботи. 

Опитування студентів відбувається у формі співбесіди під час захисту 

лабораторної роботи. 

З усіма теоретичними питаннями, що виникають у процесі виконання 

лабораторної роботи, студенти звертаються до викладача. 

Кожна робота повинна бути захищена. Захист лабораторної роботи 

складається з уміння здобувача вищої освіти викласти основні теоретичні 

положення теми, методики дослідження, проаналізувати отримані результати та 

відповідей на контрольні питання. 

Для перевірки роботи студент подає рукописний матеріал/машинний 

набір та електронний варіант документу (файл MS Excel), який буде мати 

наступну назву: ЛБ№х_Прізвище студента_№варіанту. Оформлену роботу 

студент захищає і здає викладачу. 

 

Система вимог, які викладач ставить перед студентом 

 

Політика щодо дедлайнів та перескладання: лабораторні роботи, які 

здаються із порушенням термінів без поважних причин, оцінюються на нижчу 

оцінку. Перескладання відбувається за наявності поважних причин. Задаються 

дедлайни виконання лабораторних та самостійних робіт та перескладань. 

Методичні настанови ґрунтуються на таких документах: 
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Освітньо-професійна програма «Біотехнології та біоінженерія» другого 

(магістерського) рівня вищої освіти спеціальності  

162  Біотехнології та біоінженерія 

(https://www.dnu.dp.ua/view/osvitni_programy). 

 Положення про організацію освітнього процесу в Дніпровському 

національному університеті імені Олеся Гончара  

(https://www.dnu.dp.ua/docs/dnu/polozhennya/2021_poloz_osvit_proces_27_1

0.pdf). 

 Положення про атестацію здобувачів вищої освіти та роботу 

екзаменаційної комісії Дніпровського національного університету імені 

Олеся Гончара (нова редакція). 

(http://www.dnu.dp.ua/docs/osvitnya/2020_Polozhennya_Atestacia_zdobuv_V

O_Robota%20EK%20DNU.pdf). 

Політика та принципи академічної доброчесності визначені у положенні 

про запобігання та виявлення фактів порушення академічної доброчесності у 

Дніпровському національному університеті імені Олеся Гончара  

(http://www.dnu.dp.ua/docs/dnu/polozhennya/Polozhennya_Akadem_dobrochesnist'-

2020.pdf). 

Політика щодо відвідування: Відвідування лекцій, лабораторних занять, а 

також відсутність на них, не оцінюється. Однак, студентам рекомендується 

відвідувати заняття, оскільки на них викладається теоретичний матеріал та 

розвиваються навички, необхідні для формування компетентностей, визначених 

стандартом освіти. Система оцінювання орієнтована на отримання балів за 

активність студента, а також виконання завдань, які здатні розвинути практичні 

уміння та навички. За об’єктивних причин (наприклад, хвороба, 

працевлаштування, міжнародне стажування тощо) навчання може відбуватися в 

он-лайн формі за погодженням із керівником курсу. Захист завдань самостійної 

роботи проводиться на лабораторних заняттях. 

 

Звіт про виконання лабораторної роботи має містити: 

 титульний лист; 

 номер варіанту та тему роботи; 

 постановку індивідуального завдання; 

 математичну постановку задачі; 

 використані теоретичні відомості; 

 отримані результати подати у вигляді копій екрана; 

 висновки. 

  

https://www.dnu.dp.ua/docs/dnu/polozhennya/2021_poloz_osvit_proces_27_10.pdf
https://www.dnu.dp.ua/docs/dnu/polozhennya/2021_poloz_osvit_proces_27_10.pdf
http://www.dnu.dp.ua/docs/dnu/polozhennya/Polozhennya_Akadem_dobrochesnist'-2020.pdf
http://www.dnu.dp.ua/docs/dnu/polozhennya/Polozhennya_Akadem_dobrochesnist'-2020.pdf
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Лабораторна робота № 1 

 

Тема роботи: Статистична обробка результатів біологічного експерименту. 

 

Мета роботи:Отримати навички зі статистичної обробки результатів 

спостережень для складання звітів та визначення прихованих закономірностей. 

 

Завдання 

На території прилеглої до гірничо-збагачувального комбінату 

проводились довготривалі спостереження за вмістом нікелю в атмосферному 

повітрі. Результати спостережень наведені у табл. 1.1. 

          Cтуденти згідно варіанту за допомогою методичних рекомендацій  

 формують варіаційний ряд; 

 зображують його графічно у вигляді полігону розподілу, гістограми 

розподілу, кумуляти та огіви; 

 обчислюють вибіркове середнє арифметичне (статистичне) 

спостережених даних, статистичну дисперсію, статистичне 

середньоквадратичне відхилення, коефіцієнт варіаціїза методом добутків 

та помилку середньої арифметичної; 

 оформлюють та захищають звіт за вимогами, що наведені вище. 

 

Таблиця 1.1  – Концентрація нікелю (КН) в атмосферному повітрі, 
3мкг / м , згідно номеру варіанту N за списком групи 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Теоретичні відомості 

 

Як правило, спостереження здійснюється на численних об'єктах, які 

складаються з певних одиниць. Кожна така одиниця спостереження називається 

варіантою і позначається 1 2, ,..., ix x x . Загальна кількість варіант статистичної 

сукупності має назву обсяг вибірки і позначається буквою N.  

Значна частина статистичних досліджень пов’язана з описом великих 

сукупностей об’єктів. Якщо цікавлюча нас сукупність дуже чисельна або її 

№  КН № КН № КН № КН № КН 

1 7,5 +N 9 7,6+N 17 7,3+N 25 8+N 33 9,1+N 

2 6,1+N 10 10,6+N 18 10+N 26 8+N 34 3,2+N 

3 7+N 11 6+N 19 6,4+N 27 7+N 35 7,5+N 

4 6+N 12 8,2+N 20 8,5+N 28 7,5+N 36 6,5+N 

5 7,4+N 13 7,1+N 21 7+N 29 6,5+N 37 5,2+N 

6 6,8+N 14 9,6+N 22 6,2+N 30 9+N 38 6,6+N 

7 6,3+N 15 8,5+N 23 3,3+N 31 9,3+N 39 7,1+N 

8 7,5+N 16 9,2+N 24 5,2+N 32 5,6+N 40 5,3+N 
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елементи малодоступні, або існують інші причини, що не дозволяють вивчати 

відразу всі її елементи, то звертаються до вивчення якоїсь частини цієї 

сукупності. Така частина сукупності, вибрана для повного дослідження усіх 

елементів, називається вибіркою або вибірковою сукупністю, а уся множина 

досліджуваних елементів називається генеральною сукупністю. Бажано 

сформувати вибірку таким чином, щоб вона щонайкраще представляла б усю 

генеральну сукупність, тобто була б репрезентативною.  

При виборі одного об’єкту з N  ймовірність вибору кожного елементу 

рівна 
1

N
. Вибір n об'єктів з N вважається чисто випадковим, якщо всі набори з n 

об’єктів мають однакову ймовірність бути вибраними. Чисто випадковий вибір 

n об’єктів (випадкову вибірку об’єму n) можна отримати, витягуючи з 

генеральної сукупності по одному об’єкту послідовно і чисто випадково. 

Порушення принципів випадкового вибору може привести до 

непрезентативності вибірки.  

Першим етапом аналізу результатів вимірювання є ранжування, 

якепередбачає розміщення матеріалу вибірки в один ряд за збільшенням і 

розбиття його на класи. 

Якщо спостережені значення ознаки розташувати у порядку зростання, то 

отримаємо варіаційний ряд  

 

1x  1n  

2x  2n  

… … 

kx  kn  

де in  – кількість спостережених значень ознаки, кожне з яких іx , 1,і k= , а 

1

k

i

i

n n
=

=å  – об’єм вибірки. При цьому значення іx  називають варіантами, in  – 

їх абсолютними частотами, а i
i

n
w

n
=  – їх відносними частотами або 

статистичними ймовірностями. Для заданої вибірки статистичний ряд 

розподілу відносних частот записують у вигляді таблиці:  

1x  1w  

2x  2w  

… … 

kx  kw  

 

Далі необхідно визначити величину класового інтервалу λ : 
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max minλ
1 3,322lg

R x x

k n

-
= =

+
,      (1.1) 

де R – розмах вибірки або діапазон мінливості; для визначення числа k  часто 

використовують формулу Стерджесса 1 3,322lgk n= + , де n  – об’єм вибірки.   

Якщо виявиться, що λ=1, то зібраний масив розподіляється в 

безінтервальний варіаційний ряд; якщо ж λ≠1, то вхідні дані необхідно 

розподіляти в інтервальний ряд. 

При побудові інтервального варіаційного ряду слід робити так, щоб 

найменша варіанта сукупності попадала приблизно в середину першого 

класового інтервалу. Виконання цієї вимоги гарантує побудову варіаційного 

ряду, що найбільше повно відповідає природі досліджуваного явища, а отже, і 

найменші втрати інформації про точність статистичних характеристик ряду, що 

обчислюються. 

Цій вимозі задовольняє така формула: 

min

λ

2
нx x= - ,      (1.2) 

де нx – нижня границя першого класового інтервалу; minx – мінімальна варіанта 

досліджуваного масиву даних; λ – величина класового інтервалу.  

Намітивши класові інтервали, залишається розподілити по них усі 

варіанти масиву, тобто визначити частоти кожного класу. Тут виникає питання: 

у які класи відносити варіанти, що по своїй величині збігаються з верхньою 

межею одного і нижньою межею іншого, сусіднього класу? Слід поміщати в 

той самий клас варіанти, що більше або дорівнюють нижній, але менше верхній 

границі, тобто за принципом «від і до включно».  

Наступний крок веде до заміни класових інтервалів на їх центральні 

абосерединні значення. У результаті інтервальний варіаційний ряд 

перетворюєтьсяу безінтервальний ряд. Необхідність такої заміни викликається 

тим, що узагальнюючі числові характеристики (середня, дисперсія й ін.) 

обчислюються за безінтервальними рядами.  

Серединні значення класових інтервалів , 1,ix i m= , як випливає з формули 

(1.2), відстоять від їхніх нижніх границь нx  на величину, рівну половині 

класового інтервалу. 

Найбільше точно центральну величину класового інтервалу можна 

одержати за формулою (1.3): 

λ

2
i нx x= + ,       (1.3) 

де нx – нижня границя інтервалів. 

Середини класів здобувають значення окремих варіант і називаються 

класовими варіантами на відміну від конкретних варіант, що складають дану 

сукупність.  
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Графічна інтерпретація варіаційних рядів.  

Для того щоб більш наочно представити закономірність варіювання 

кількісних ознак, варіаційні ряди прийнято зображувати у вигляді графіків. Так, 

при побудові графіку безінтервального варіаційного ряду за віссю абсцис 

відкладають середні значення класів, а за віссю ординат – частоти. Висоти 

перпендикулярів, що відкладаються за віссю абсцис, відповідають частотам 

класів. З’єднуючи вершини перпендикулярів прямими лініями, одержують 

геометричну фігуру у вигляді багатокутника, що називається полігоном 

розподілу частот. Лінія, що з'єднує вершини перпендикулярів, називається 

варіаційною кривою або кривою розподілу частот варіаційного ряду. 

 Для побудови полігону частот в прямокутній системі координат наносять 

точки ( , )i ix n  або ( , )i ix w  і з’єднують відрізками прямих. Отримана лінія 

називається полігоном частот вибірки.  

Для зображення інтервальних рядів використовують діаграми, які 

називаються гістограмами. Для побудови гістограми в системі координат на 

осі абсцис наносять точки 1 2, ,..., mx x x . Потім будують прямокутники з основами 

1[ , )і іх х-  і висотами ( )i in w .Побудована східчаста фігура називається гістограмою 

частот (відносних частот). 

Якщо із середин верхніх сторін прямокутників гістограми опустити 

перпендикуляр на ось абсцис, то гістограма перетворюється в полігон 

розподілу, а лінія, що з’єднує середини верхніх сторін прямокутників 

гістограми, буде являти собою варіаційну криву.  

Якщо за віссю абсцис відкладати значення класів, а за віссю ординат – 

накопичені частоти із наступним з’єднанням крапок згладженими лініями, 

виходить графік, що називається кумулятою. 

На відміну від варіаційної кривої, що має куполоподібну форму, кумулята 

має вигляд S-подібної кривої. Накопичені частоти знаходять послідовним 

підсумовуванням, тобто кумуляцією (від лат. cumulatіo – збільшення, 

накопичення) частот у напрямку від першого класу до останнього класу 

варіаційного ряду. 

Відкладаючи за віссю абсцис частоти, а за віссю ординат значення класів 

із наступним з’єднанням геометричних крапок згладженими лініями, 

одержують графік, що називається огівою. 

У порівнянні з емпіричними варіаційними кривими, що виглядають 

звичайно у виді ламаних ліній, кумулята й огіва мають більш обтічну форму.Ця 

особливість дозволяє в ряді випадків надавати перевагу цим графікам 

передемпіричною варіаційною кривою. Такі графіки допомагають дослідникам 

миттєво оцінити розподіл частот тої або іншої сукупності, а також зробити 

висновок щодо нормальності розподілу, або визначення домінуючих класів у 

ньому. 

Центральна точка кумуляти збігається із центром розподілу сукупності, 

що дає можливість використовувати її при визначенні, наприклад, середніх доз 
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біологічно активних речовин, що викликають ефект у 50% піддослідних 

індивідів. Огіва дозволяє одночасно порівнювати один з другим емпіричні 

розподіли, навіть за умовою нерівного обсягу в них вхідних даних. 

Приклад розрахунку варіаційного ряду.  

Побудувати варіаційний ряд та його графіки для наступного масиву 

вхідних даних: 6; 2; 5; 7; 9; 15; 11; 7; 8; 10.  

1. Знаходимо мінімальну minx та максимальні maxx величини в масиві 

вхідних даних (кількість варіант 10n = ) та розраховуємо величину класового 

інтервалу за формулою (1.1): 

 

max min 15 2
λ 3

1 3,322lg 1 3,322lg10

x x

n

- -
= = =

+ +
. 

 

2. Для того щоб мінімальна варіанта масиву попадала приблизно 

всередину першого класового інтервалу, визначаємо його нижню межу за 

формулою (1.2): 

min

λ 3
2 0,5

2 2
нx x= - = - = . 

3. Визначаємо центральну величину першого класового інтервалу за  

формулою (1.3): 

λ 3
0,5 2

2 2
i нx x= + = + = . 

Аналогічним чином додаючи ½ величини класового інтервалу до 

серединикласу отримаємо його верхню межу. Намітивши класові 

інтервали,розподіляємо по них усі варіанти масиву, тобто визначити частоти 

кожного класу. При цьому, слід поміщати в той самий клас варіанти, що більше 

абодорівнюють нижній, але менше верхній границі, тобто за принципом «від і 

довключно». Результати розподілу заносимо у табл. 1.2.  

 

Таблиця 1.2 – Розподіл класових інтервалів та їх частот 
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За значеннями табл. 1.2 будуємо графіки: полігон, гістограму, кумуляту 

та огіву розподілу варіаційного ряду (рис. 1.1). 

 

 
Рисунок 1.1  – Побудова графіків варіаційного ряду 

 

Розрахунок методом добутків  

Основу цього методу складає знаходження відхилень варіантів від 

середньої величини, що характеризує дану сукупність. Згідно з цим методом 

середнє арифметичне масиву розраховується за наступною формулою: 

1

1
,

m

i i

i

x x n
n =

= ×å  

де n   – загальна кількість вимірювань, m  – кількість класів. 

 Дисперсія масиву розраховується за формулою: 

2 2 2

1

1
( )

1

m

x i i

i

n
S x n x

n n =

æ ö
÷ç= - ÷ç ÷÷ç- è ø

å . 

 

Середньоквадратичне відхилення – це міра мінливості ознаки (вираження 

ступеня розкиду даних). Воно визначається за формулою: 

2

x xS S= . 

Коефіцієнт варіації масиву розраховується за формулою:  

100%xS
C

x
n = × . 
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Різні ознаки розподілу характеризуються різними коефіцієнтами варіації. 

Але у відношенні тієї самої ознаки значення цього показника Сv  залишається 

більш-менш стійким і при симетричних розподілах звичайно не перевищує 

50%.  При сильно асиметричних рядах розподілу коефіцієнт варіації 

можедосягати 100% і навіть вище. Варіювання вважається слабким, якщо 

коефіцієнт варіації неперевищує 10%, середнім, коли Cv складає 11–25%, і 

значним при Cv>25%. 

Розходження між величиною середньої арифметичної x вибірки і 

величиною середньої арифметичної генеральної сукупності М називають 

помилкою репрезентативності, тобто помилкою, що допускається не в самому 

процесі виміру, а в результаті випадкового відбору варіант із генеральної 

сукупності при утворенні вибірки.  

Величина статистичної помилки окремо взятої варіанти дорівнює 

квадратичному відхиленню, так як будь-який набутий емпіричний розподіл, що 

відповідає нормальному закону, практично укладається в межах трьох 

дисперсій, тобто х±3σ. Тому, помилку репрезентативності називають 

середньою квадратичною помилкою, або просто середньою помилкою m. 

Таким чином, середня квадратична помилка окремо взятої 

варіантивиражається у вигляді x xm s= ± . Вибіркова середня x  відхиляється від 

свогоматематичного очікування чи середньої арифметичної x генеральної 

(теоретично розрахованої) сукупності менше в n разів порівняно з окремими 

варіантами даного розподілу, та визначається за формулою: 

x
xm

n

s
= . 

Оскільки весь варіаційний ряд випадкової величини, що відповідає 

нормальному розподілу, практично укладається в межах між х-3σx та х-σx, то 

можна відзначити, що генеральна середня М таких розподілів не виходить за 

межі потроєного значення середньої помилки середньої арифметичної будь- 

якої вибірки, взятої із даної генеральної сукупності, тобто вона знаходиться в 

межах від х-3mx  до х+3mx або в межах х±3mx. Тому потроєне значення середньої 

квадратичної помилки називається точною помилкою середньої арифметичної 

вибіркової сукупності. А вираз х±3mx містить в собі так звані «правила 

потроєної помилки».  

При визначенні помилки середньої арифметичної на малих вибірках  

(до n<30) використовують число «ступеня свободи» (n–1) формула приймає 

наступний вигляд: 

1

x
x

S
m

n
=

-
. 

Середня помилка середнього квадратичного відхилення розраховується за 

формулою: 

2x

x
S

S
m

n
= . 

Середня помилка коефіцієнту варіації Сv визначається за формулою: 
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2

1
1002

C

C C
m

nn

n n
æ ö

÷ç= × + ÷ç ÷çè ø
. 

 

Контрольні питання для самоперевірки 

 

1. Яка різниця між інтервальним та безінтервальним варіаційним рядом?   

2. Від чого залежить величина класового інтервалу?  

3.Чому дорівнює величина класового інтервалу в безінтервальному 

варіаційному ряді?  

4. Як розраховується нижня границя першого класового інтервалу?  

5. Чим відрізняється графік кумуляти від графіку огіви? 

6. Поясніть термін «середнє квадратичне відхилення», як воно 

обчислюється?  

7. Як визначається помилка окремо взятої варіанти? 

8. Як визначається помилка середньої арифметичної? 

9. Як визначається помилка середнього квадратичного відхилення? 

10. Як визначається помилка коефіцієнта варіації? 

 

Типовi задачі 

 

1. Визначали висоту рослин травостою на лучному газоні через тиждень 

після скошування.  

  Отримали наступні результати: 22; 23; 22; 22; 17; 23; 20; 20; 21; 25; 27; 24; 

22; 21; 16; 23; 18; 21; 24; 18; 21; 22; 25; 23; 21; 20; 25; 18; 21; 21; 24; 25; 19; 18; 

22; 25; 27; 19; 17; 18; 22; 23; 24; 19; 26; 21; 25; 25; 23; 27.  

  Розподіліть отриману сукупність в інтервальнийваріаційний ряд. 

Охарактеризуйте як варіює досліджувана ознака. Побудуйте кумуляту та огіву 

розподілу варіаційного ряду. 

 

2. Протягом року кількість вимірювань змінювалась таким чином 

 
Місяць 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

Кількість 7 8 9 10 7 8 7 8 11 9 10 8 

 

 Складіть частотну таблицю, побудуйте полігон та гістограму частот. 

Знайдіть середнє значення вибірки та «виправлене» вибіркове середнє 

квадратичне відхилення. 
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Лабораторна робота №2 

 

Тема роботи:Регресійні моделі. Проста лінійна регресія. Визначення 

коефіцієнтів регресії. 

Мета роботи: закріпити теоретичні знання та отримати практичні навички 

щодо використання програми  Microsoft Office Excel з метою оцінки параметрів 

та підбору емпіричних формул за допомогою простої вибіркової лінійної 

регресії методом найменших квадратів. 

 

 Завдання 

 Провести регресивний лінійний аналіз залежності для біологічних ознак 

сосни звичайної, наведених в таблиці 2.1. У таблиці представлені результати 

вимірювання діаметра сосни Х в сантиметрах і її висоти Y в метрах. 

  

 Таблиця 2.1 – Результати досліджень біологічних ознак сосни звичайної 

 

 
Студент після здійснення регресійного аналізу повинен побудувати 

графік лінії регресії і зробити висновок про точність збігу розрахованих і 

емпіричних даних. 

 

Теоретичні відомості 

 

При оцінці ступеня взаємозв’язку статистичних величин важливо 

провести математичне моделювання, тобто підібрати аналітичне рівняння, яке 

відповідало б природі досліджуваного явища з метою передбачення поведінки 

незалежної характеристики об’єкта при зміні залежного параметра. Динаміка 

взаємної залежності між змінними величинами отримала назву регресії, а 

методика дослідження регресії носить назву регресійного аналізу. 

Метою регресивного аналізу є встановлення певного виду рівняння, 

графічне вираження якого (лінія регресії) добре апроксимує розподіл 

фактичних значень ознаки. Будь-яка залежність може бути описана рівнянням 

виду:  ( )y f x= , де y  – залежна ознака (значення функції), x – незалежна 

факторна ознака (аргумент функції). 

Регресія – це зміна значення функції в залежності від зміни одного або 

декількох аргументів. 

Якщо при зростанні чи спаданні аргумента функція також пропорційно 

зростає чи спадає, регресія є прямолінійною, в іншому випадку – 

криволінійною. 
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Найпростішим прикладом регресії є рівняння прямої:  

y a bx= + , 

де y – залежна ознака; x – незалежна ознака; а – вільний член рівняння 

(ордината точкиперетину прямої з віссю ординат); b – кутовий коефіцієнт 

прямої. 

В аналітичній геометрії параметр bназивають кутовим коефіцієнтом, а в 

біометрії – коефіцієнтом лінійної регресії.  

Коефіцієнт лінійної регресії (b ) – це число, яке вказує напрям і 

середнювеличину зміни залежної ознаки при зміні факторної на одиницю 

виміру. 

Коефіцієнт b має знак коефіцієнта кореляції. Коефіцієнт а приймає 

додатнєзначення, якщо лінія регресії перетинає вісь OY над початком 

координат і від’ємнезначення, якщо лінія регресії проходить нижче початку 

координат. Чим більшийкоефіцієнт b , тим більший кут нахилу прямої. 

При обчисленні коефіцієнтів рівнянь можна використати наступні 

способи: графічний, спосіб вибраних точок, спосіб найменшої помилки, за 

центральними відхиленнями, за способом Маркова, за коефіцієнтом кореляції, 

спосіб найменших квадратів, за числовими коефіцієнтами (спосіб Труля).  

У основі регресійного аналізу лежать дві гіпотези.  

1. Передбачається, що досліджувана сукупність параметрів має внутрішній 

статистичний зв’язок, який може бути виявлений і формалізований у вигляді 

кореляційної (отже лінійної) залежності одного параметра від іншого або від 

інших. Тобто вважається, що існує внутрішній лінійний зв’язок середніх 

значень цих параметрів.  

2. Передбачається, що випадковий розкид (дисперсія) значень 

(кожного)параметру має регулярну компоненту, яка залежить від деякого 

аргументу(“сигналу”), і випадкову компоненту (“шум”). Випадкова компонента 

(“шум”) розподілена за нормальним законом.  

Початковою інформацією для побудови лінійної однофакторної 

регресійної моделі є сукупність із n двовимірних точок ( , )i ix y , де кожна 

координата точки, як правило, має свій фізичний сенс, наприклад ix – зріст 

людини в сантиметрах, iy – її вага в кілограмах.  

Під час формалізації постановки задачі розглянемо двовимірну випадкову 

величину (X ,Y ), над якою проведено n незалежних випробувань і в результаті 

 випробувань отримана вибірка – n пар чисел (координат точки): 

1 1 2 2( , ),( , ),...,( , )n nx y x y x y , 

де ix – значення випадкової величини X у i-му випробуванні; iy – значення 

випадкової величини Y у i-му випробуванні.Необхідно знайти наближене 

зображення значень однієї з випадкових величин як функції значень другої 

випадкової величини. 

Вибірковим рівнянням регресії Y на X  ( y x® ) називається рівняння, яке 

встановлює залежність змінної y від змінної x , тобто коли змінна y вважається 
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функцією, а змінна x – аргументом: ( )y f x= , при цьому початковою 

інформацією є вибірка з n пар чисел. 

Вибірковим рівнянням регресії X на Y називається рівняння φ( )x y= ,у 

якому при тій же початковій інформації вже змінна x уважається функцією, 

азмінна y – її аргументом. 

Лінійною називається регресія у випадку, коли залежності ( )y f x=  i 

φ( )x y= є лінійними функціями. Тоді рівняння регресії мають вигляд: 

y a bx= + , x c dy= + . 

Порядок розрахунку параметрів рівняння регресії розглянемо без 

виведення і для двох варіантів умов: при відсутності і при наявності збіжних 

точок у вибірці. 

1. Нехай серед точок ( , )i ix y вибірки збіжних точок немає. Для того щоб 

скластивибіркове рівняння прямої лінії регресії, виконуються наступні 

розрахунки: 

a) обчислюються середні значення величин: 2 2, , , ,x y x y x y× і 

знаходяться середні квадратичні відхилення ,x yS S  із використанням 

формул, перерахованих з обліком доцільної послідовності їх 

застосування: 

2 2 2 2

1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

1

1 1 1 1
, , , ,

1
, ( ) , , ( ) , ;

n n n n

i i i i

i i i i

n

i i x x x y y y

i

x x y y x x y y
n n n n

x y x y S x x S S S y y S S
n

= = = =

=

= = = =

× = × = - = = - =

å å å å

å

 

b) обчислюється значення вибіркового коефіцієнту кореляції r: 

xy

x y x y

Covx y x y
r

S S S S

× - ×
= =

× ×
. 

Вибірковий коефіцієнт кореляції характеризує рівень лінійного 

кореляційного зв’язку двох випадкових величин. Чим ближче r  до одиниці, 

тим більш сильним є зв’язок двох величин, чим ближче r до нуля, тим зв’язок 

слабше;  

c) для одержання рівняння регресії Y на X: y a bx= +

обчисляємокоефіцієнти а і b даного рівняння за формулами: 

,
y

x

S
a r b y ax

S
= = - . 

Для одержання рівняння регресії X на Y: x c dy= +  обчисляємо 

коефіцієнти ic d даного рівняння за формулами: 

, .x

y

S
c r d x ay

S
= = -  
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Обидві прямі лінії y a bx= +  i x c dy= +  проходять через точку ( , )x y . 

Для зображення обох прямих ліній на одному графіку друге рівняння 

вартоподати у вигляді: / /y x c d c= - . 

2. При великій кількості точок n у вибірці значення ix може зустрітися im

разів,значення може зустрітися 
jn разів. Та сама пара чисел ( , )i ix y може 

зустрітися
ijn разів. У цьому випадку вибірку зручно подати у вигляді 

кореляційної таблиці(див. табл. 2.1) так, що кількість повторень im значень 

координат ix , кількість повторень 
jn значень координат 

jy і обсяг вибірки n 

дорівнюватимуть: 

1 1 1 1 1 1

, , .
l k k l l k

i ij j ij ij j i

j i i j j i

m n n n n n n m n
= = = = = =

= = = = = =å å å å å å  

 

Таблиця 2.2  – Кореляційна таблиця 

 

ix  jy  
im  

1y  2y  … 
ly  

1x  11n  12n  … 
1ln  1m  

2x  21n  22n  … 
2ln  2m  

… … … … … … 

kx  1kn  2kn  … 
kln  km  

jn  
1n  2n  … 

ln  n  

 

 

Вибіркове рівняння прямої лінії регресії знаходимо аналогічно першому 

випадку, розрахунки величин 2 2, , , ,x y x y x y× виконуємо з урахуванням 

наявності повторюваних значень змінних за формулами: 

 

2 2 2 2

1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1

1 1 1 1
, , , ,

1
, ( ) , , ( ) , ;

k n k n

i i j j i i j j

i j i j

k l

ij i j x x x y y y

i j

x x m y y n x x m y y n
n n n n

x y n x y S x x S S S y y S S
n

= = = =

= =

= = = =

× = × × = - = = - =

å å å å

å å

 Якщо розглядається вибірка з генеральної сукупності безперервних 

випадкових величин X і Y , то кореляційна таблиця буде містити інтервали. У 

цьому випадку для обчислення величин 2 2, , , ,x y x y x y× спочатку потрібно 

перейти до дискретних рядів, а потім виконати обчислення за розглянутими 

вище формулами. 
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У ряді практичних задач обробки результатів вимірів, у тому числі 

значень випадкових величин, виникає необхідність згладженого подання 

значень однієї величини (наприклад, величини y), як функції іншої величини 

(наприклад, величини x). Одним із найбільш поширених способів такого 

наближеного зображення є метод найменших квадратів. 

За допомогою методу найменших квадратів розв’язується задача добору такої 

аналітичної залежності , 0 1( , , ,..., )m my x a a a= Y  графік якої не 

обов’язковопроходив би через усі задані точки, але максимально “згладжував” 

би випадкові похибки вимірюваних ординат функції ( ), 0,i iy f x i m= = , тобто 

щоб сума квадратів відхилень значень аналітичної залежності від значень 

вимірюваних ординат ( )i iy f x= у цих точках була мінімальною: 

( )
2

1

min
n

i m

i

S y
=

= - Y ®å . 

Апроксимація за методом найменших квадратів виконується у два етапи: 

– на першому етапі вибирають вигляд 0 1( , , ,..., )m my x a a a= Y шуканої 

формули; 

– на другому етапі для формули обраного вигляду підбирають значення 

параметрів 0 1, ,..., ma a a , виходячи з вимоги. 

У методі найменших квадратів дані параметри визначаються з умови 

мінімуму наступного критерію: 

 

( )
2

0 1

1

( ) min
n

i i

i

S y a a x
=

= - + ®å . 

 

Контрольні питання для самоперевірки 
 

1. Що являє собою регресія?  

2. Що таке рівняння регресії?  

3. Що таке коефіцієнт регресії?  

5. Які є регресії?  

  

 Типова задача 

 

Виконано статистичне дослідження зросту і ваги студентів групи: 

 
Х 157 167 173 178 163 166 185 178 164 173 169 165 167 169 

Y 48 52 84 70 51 83 72 68 69 69 63 56 77 78 

 

Побудувати модель лінійної регресії. 
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Лабораторна робота № 3 

 

Тема роботи: Моделі популяцій, що описуються одним диференційним 

рівнянням: модель Мальтуса, модель Ферхюльста (логістичне зростання). 

 
Мета роботи: Ознайомитись з побудовою математичних моделей вільного і 

обмеженого зростання популяцій (моделі Мальтуса, Ферхюльста). 

Завдання 

У початковий момент часу 0t кількісний склад деякого біологічного виду 

дорівнює 0N одиниць. Потрібно зробити прогноз чисельності ( )N t даної 

популяції при 0t t³ для двох випадків:  

 відносний темп приросту популяції не залежить від її чисельності і 

дорівнює постійній величині r ,  

 відносний темп приросту популяції не залежить від її чисельності і 

дорівнює постійній величині ( )r bN t- (обмежений зростання 

популяції).  

Вихідні дані для прогнозу чисельності ( )N t  даної популяції містяться в 

табл. 3.1. 

Таблиця 3.1 – Характеристики популяції 

 

№ 

варіанту 
0t , год. 0N  1, год.r - , K  

1 21 40 0,29 105 

2 18 79 1,25 158 

3 12 51 0,45 95 

4 6 60 0,83 88 

5 17 77 0,60 112 

6 5 34 1,43 58 

7 11 25 0,22 46 

8 13 37 1,02 89 

9 9 84 0,53 100 

10 23 20 1,28 71 

11 8 73 1,23 96 

12 20 61 0,20 90 

13 4 49 0,37 30 

14 14 62 0,13 50 

15 15 55 0,95 92 

 

Для цього необхідно виконати наступні пункти:  
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1. Скласти математичну модель Мальтуса вільного зростання популяції у 

вигляді лінійного диференціального рівняння, знайти аналітичний розв’язок 

рівняння.  

2. Скласти математичну модель обмеженого зростання популяції у 

вигляді диференціального рівняння Ферхюльста, знайти розв’язок рівняння за  

вказаними початковими умовами.  

3. Побудувати графіки зміни чисельності для моделей вільного і 

обмеженого зростання популяції. 

 

Теоретичні відомості 

Модель Мальтуса 

Однією з найпростіших моделей популяцій є модель Мальтуса. В її 

основупокладено просте твердження – швидкість зміни населення з часом t 

пропорційнайогопоточної чисельності ( )N t ,помноженої на суму коефіцієнтів 

народжуваності ( ) 0ta ³ і смертності ( ) 0tb ³ . В результаті приходимо до 

рівняння: 

( )
( ( ) ( )) ( )

dN t
t t N t

dt
a b= - .(3.1) 

Інтегрування вище наведеного рівняння дає: 

0

0

( )
( ( ) ( )) ,

( )

ln ( ) ln ( ) ( ( ) ( )) ,

t

t

dN t
t t dt

N t

N t N t t t dt

a b

a b

= -

- = -ò

 

0

( ( ) ( ))

0 0( ) ,

t

t

t t dt

N t N e t t

a b-ò
= × ³ ,     (3.2) 

де 0 0( )N t N= – чисельність населення в момент 0t t=  (початкова чисельність). 

На рис. 3.1 наведені графіки функції ( )N t при постійних і (різним 

кривим відповідають різні 0t – значення часу початку процесу). При 

чисельність залишається постійною, тобто в цьому випадку рішенням 

рівняння є рівноважна величина 0( )N t N= . Рівновага між народжуваністю і 

смертністю нестійка в тому сенсі, що навіть невелике порушення рівності 

призводить з часом до все більшого відхилення функції ( )N t від 

рівноважного значення 0N . При  чисельність населення зменшується і 
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прямує до нуля при t , а при росте за експоненціальним законом до 

нескінченності при t . 

 

Рисунок 3.1 – Зміна чисельності популяції з часом в моделі Мальтуса 

В даному прикладі можна вказати чимало очевидних обмежень 

застосовності побудованої моделі. Звичайно ж, дуже складний процес зміни 

чисельності населення, що залежить до того ж від свідомого втручання самих 

людей, не може бути описано будь-якими простими закономірностями. Навіть в 

ідеальному випадку ізольованої біологічної популяції запропонована модель не 

відповідає реальності в повній мірі хоча б через обмеженість ресурсів, 

необхідних для її існування. 

Моделювання розвитку ізольованої популяції  

Припустимо, що в момент часу 0t t= , чисельність деякого біологічного 

виду становить 0N одиниць.  

Нехай ( )N t  – запас цього виду в момент часу 0t t³ . Тоді похідна 

( )
( )

dN t
N t

dt
¢=  – це темп приросту, а відношення 

( )

( )

N t

N t

¢
являє собою відносний 

темп приросту даного біологічного виду.  

Далі розглянемо біологічний вид з вільним (необмеженим) і обмеженим 

ростом. У першій моделі припустимо, що відносний темп приросту є величина 

постійна, яка не залежить від поточної кількості. Тоді 
( )

( )

N t
r

N t

¢
= є постійною 

величиною. Звідси випливає, що справедливо диференціальне рівняння:  

( ) ( )N t rN t¢ = ,       (3.3) 
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що представляє собою математичну модель зміни чисельності популяції з 

вільним зростанням. Очевидно, це є модель Мальтуса, в якій коефіцієнт 

( )t ra = народжуваності є постійною величиною, а коефіцієнт смертності 

( ) 0tb = дорівнює нулю.  

Із формули (3.2) отримаємо, що чисельність популяції змінюється за 

експоненціальним законом 

0( )

0 0( ) ,
r t t

N t N e t t
-

= × ³ .    (3.4) 

Очевидно, що необмежено довго зростати популяція не може. 

Найпростіший спосіб обліку внутрішньовидової конкуренції пов’язаний з 

гіпотезою про те, що коефіцієнт відтворення не є константою, а залежить від 

чисельності популяції, спадаючи в міру її росту. 

У другій моделі припустимо, що відносний темп приросту популяції 

сповільнюється зі зростанням її кількості, тобто відношення
( )

( )

N t

N t

¢
 збуває 

зізбільшенням ( )N t . Якщо це спадання лінійно, то математично цей факт 

можназаписати у вигляді: 

( )
( )

( )

N t
r bN t

N t

¢
= - , 

деr – константа швидкості зростання популяції, член 2( ( )), 0,bN t b- >

пропорційний кількості зустрічей між особинами, враховує конкуренцію за 

ресурси харчування особин усередині однієї популяції. 

Звідси випливає, що має місце диференціальне рівняння: 

( )
( ) ( )(1 ),

N t
N t rN t

K
¢ = -     (3.5) 

девеличина 
r

K
b

=  відповідає максимальної чисельності популяції, яка 

встановлюється з часом, і називається ємністю екологічної ніші або ємністю 

середовища. 

Отримали модель логістичного зростання, яка була запропонована 

бельгійським математиком П. Ферхюльстом у 1838 р. для опису розвитку 

популяції в умовах обмежених ресурсів харчування. 

Досліджуємо рівняння (3.5) двома різними способами,  графічним та 

аналітичним. Графік швидкості логістичного рівняння (3.5) представляє собою 

параболу, вершина якої визначається координатами ( / 2, / 4)K r K× (рис.3.2). 
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Рисунок 3.2 – Залежність швидкості зростання населення  

від її чисельності 

 

Точки перетину параболи з віссю N , 1 20N і N K= = , є стаціонарними, 

тому що в них швидкість зростання 
( )

0
dN t

dt
= . Розглянемо відхилправоруч від 

точки 1 0N = . З часом відхил буде збільшуватися, тобто ця точка нестійка. 

Розглянемо відхилення в обидві боки від точки 2N K= . З часом відхилення 

буде зменшуватись, тобто точка 2N  є стійкою, і K – максимально можлива 

чисельність популяції. 

Отже, поки що початкова чисельність популяції мала, внутрішньовидова 

конкуренція слабко впливає на швидкість зростання популяції зі збільшенням її 

численності. Коли чисельність досягає значення ( )N t K= , швидкість зростання 

стає максимальною:
( )

4

dN t rK

dt
= . За подальшого збільшення чисельності 

зростає внутрішньовидова конкуренція, збільшується вплив члена  2( ( ))
r

N t
K

-

,швидкість зростання починає знижуватися, і чисельність населення прямує до 

свого стаціонарного значення K . 

Величина K відповідає такій чисельності популяції, при якій її 

збільшення зарахунок відтворення врівноважується збитком у результаті 

внутрішньовидової конкуренції.  

Дослідимо рівняння (3.5) аналітично, використавши критерій Ляпунова. 

Знайдемо стаціонарні значення чисельності популяції. Для цього треба праву 

частину рівняння (3.5) прирівняти до нуля:  

N 

dN/dt 

0 
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(1 ) 0
N

rN
K

- = , 

де параметриrіKдодатніза їх біологічного сенсу.  Рівняння має два розв’язки:  

1 20,N N K= = .  

Знайдемо похідну функції 2( ) (1 )
N r

f N rN rN N
K K

= - = - . 

( ) 2
r

f N r N
K

¢ = - . 

Так як 
1( ) (0) 2 0 0

r
f N f r r

K
¢ ¢= = - × = > , то точка 1 0N = є нестійкою. 

Точка 2N K= є стійкою, так як  
2( ) (0) 2 0

r
f N f r K r

K
¢ ¢= = - × = - < . 

Модель логістичного зростання є однією з небагатьох базових моделей, 

для яких можна отримати аналітичне рішення. Рівняння (3.5) є рівнянням 

Бернуллі, його частинним розв’язком буде функція 

0

0

( )

0

( )

0

( )
( 1)

r t t

r t t

K N e
N t

K N e

-

-

× ×
=

+ × -
.    (3.6) 

Графіки функцій (3.4) і (3.6) зображені на рис. 3.3 для значень

0,05, 40r K= = і початкових умов: 0 00, 5t N= = . 

 

Рисунок 3.3  – Вільне (крива 1) і обмежене (крива 2) зростання популяції 

З рис. 3.3 видно, що крива 1 необмежено зростає, а крива 2 зі 

збільшенням часу наближається до стаціонарного значення, рівному 40K = .  

Вихідні припущення для виведення рівняння при розгляді популяційної 

динаміки виглядають наступним чином:  

 швидкість розмноження популяції пропорційна її поточної чисельності, 

при інших рівних умовах; 
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 швидкість розмноження популяції пропорційна кількості доступних 

ресурсів, за інших рівних умов. Таким чином, другий член рівняння 

відображає конкуренцію за ресурси, яка обмежує зростання популяції.  

 

Контрольні питання для самоперевірки 

1. Який вигляд має математична модель розвитку популяції в умовах 

вільного росту популяції, якщо його коефіцієнт дорівнює 0,5? 

2. Які параметри моделі треба задати, щоб описати модель, що враховує 

внутрішньовидову конкуренцію? 

3. До яких типів диференціальних рівнянь можна віднести рівняння 

моделей Мальтуса та Ферхюльста? 

4. До яких значень прямують розв’язки моделей Мальтуса та 

Ферхюльста при великих значеннях часу? 

 

Типові задачі 

 

1. Припустимо, що кількість кролів ( )N t  ( t  виражається в місяцях) у 

заповіднику задовольняє диференціальне рівняння 

0.004 (150 ).
dN

N N
dt

= -  

Нехай спочатку в заповіднику нараховується 50 кролів. Розв’яжіть це 

диференціальне рівняння та визначте, що станеться з популяцією в 

майбутньому. Що станеться з популяцією кролів, якщо початкова 

чисельність тварин становитиме 300 особин? Побудувати графіки 

чисельності для двох випадків. 

 

2. В популяцію великого розміру занесено інфекційне захворювання. 

Нехай через x(t) позначено частку інфікованих особин, зміну цієї 

частки описує рівняння 

(1 ), (0) 0, 0.5
dx

a x x a
dt

= - = = . 

 

Через скільки років доля хворих особин досягне 90 %? Побудуйте 

графіки зростання частки хворих і частки здорових особин. 

3. Графік питомої швидкості зростання популяції представлено на 

рисунку. Через x(t) позначено кількість членів популяції. Координати 

точок: A(1000, 0); B(0, 0,2). 
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а) Запишіть рівняння, яке описує швидкість зміни чисельності, 

визначивши необхідні параметри із графіка. 

б) Визначте чисельність населення в момент часуt = 20, якщо початкова 

чисельність дорівнює 10. 

 

Лабораторна робота № 4 

 

Тема роботи:Моделі, що описуються системами двох автономних 

диференційних рівнянь. Модель Лотки. Дослідження моделі Вольтерри «хижак-

жертва». 

Мета роботи:вивчити нелінійні моделі Лотки-Вольтерри, набути навички 

дослідження моделей, навчитись будувати фазовий портрет систем автономних 

диференціальних систем другого порядку в залежності від параметрів моделі. 

 
Завдання 

 

Модель Лотки 

Нехай у деякому об’ємі знаходиться у надлишку речовинаА. Молекули А 

з деякою постійною швидкістю  0k  перетворюються в молекули речовини Х 

(реакція нульового порядку) (рис. 4.1). 

 

0 1 2k k kA X Y B¾ ¾® ¾ ¾® ¾ ¾® ¾ ¾®
su

 
 

Рисунок 4.1  –  Схема хімічної реакції у моделі Лотки 

 

Речовина Х може перетворюватись у речовину Y з константою  

швидкості 1k , до того ж  швидкість реакції тим більша, чим більша концентрація 

речовини Y  (реакція другого порядку). На рис. 4.1 це зображено зворотною 

стрілкою над символом Y . Молекули Y , у свою чергу, незворотно 

розпадаються з константою  2k , в результаті чого утворюється речовина B . 
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Для незалежних змінних ( )х t та ( )y t  маємо систему рівнянь, що описують 

реакцію, подану на рис. 4.1: 

 

0 1

1 2

,

.

dx
k k xy

dt

dy
k xy k y

dt

ìïï = -ïïï
í
ïï = -ïïïî

      (4.1) 

 Потрібно дослідити модель Лотки за такими наборами параметрів:  

1) 0 3 0,1k N= + × , 1 2 2 0,2k k N= = + × ; 

2) 0 3 0,1k N= + × , 1 22 0,2 , 1 0,3k N k N= + × = + × . 

Номер варіанту за списком групи позначено через N. 

Для цього необхідно виконати наступні пункти:  

1. Скласти математичну модель для кожного набору параметрів. 

2. Знайти стаціонарні станикожної системи. 

3. Лінеарізувати рівняння в околі кожного стаціонарного стану. 

4. Записати та розв’язати характеристичні рівняння для лінеарізованої 

системи. 

5. Визначити типи стаціонарних станів. 

6. Для кожного з даних наборів параметрів побудувати фазові та 

кінетичні портрети. 

7. Знайти розв’язки систем диференціальних рівнянь за допомогою 

інтелектуальної системи WolframAlfa. 

 

Модель Вольтерри 

Розглянемо модель «хижак-жертва», яка вперше була запропонована  

В. Вольтеррою для пояснення періодичних змін числа особин. 

Нехай у деякому обмеженому ареалі живуть хижаки і жертви,наприклад 

зайці та вовки. Зайці харчуються рослинною їжею, яка є завжди в 

достатнійкількості. Вовки можуть харчуватися лише зайцями. Позначимо число 

зайців (жертв) як x , а число вовків (хижаків) як y . Оскільки кількість їжі у 

зайців необмежена, ми можемо припустити, що вони розмножуються зі 

швидкістю, пропорційною їх числу  – ε xx .Якщо народжуваність зайців 

перевищує їхню смертність, то ε 0x > .Вираз ε xx  відповідає автокаталітичний 

реакції першого порядку. 

Нехай спад зайців пропорційний ймовірності зустрічізайця з вовком, 

тобто пропорційна добутку чисельностей xy з  коефіцієнтом пропорційності γxy

. Можна припустити, що кількість вовків зростає тим швидше, чим частіше 

відбуваються їхні зустрічі із зайцями, а саме пропорційно xy  з коефіцієнтом 

пропорційності γ yx . 
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Крім того, має місце процес природної смертностівовків, причому 

швидкість смертності пропорційна їх кількості, коефіцієнт пропорційності:ε y
. 

Ці міркування призводять до формулювання класичноївольтеррівської 

системи рівнянь, що описує зміни чисельності жертв x та хижаків y: 

(ε γ ),

(ε γ ),

x xy

y yx

dx
x y

dt

dy
y y

dt

ìïï = -ïïï
í
ïï = - -ïïïî

      (4.2) 

де ε x , ε y
, γxy

, γ yx
 –  константи відповідних швидкостей. 

Потрібно дослідити модель Вольтерри за наборами параметрів, наданими у 

табл. 4.1, згідно з номером варіанту за списком групи. 

 

Таблиця 4.1– Параметри моделі Вольтерри 

№  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

ε x  2 1 2 3 1 2 3 3 2 4 2 4 4 1 3 

ε y  2 2 4 2 1 2 2 1 1 4 1 1 2 1 3 

γxy  4 1 4 3 3 2 1 1 2 2 2 2 1 3 2 

γ yx  4 2 2 1 2 3 3 3 1 2 1 2 1 3 2 

 

Для цього необхідно виконати наступні пункти:  

1. Скласти математичну модель для набору параметрів згідно номеру 

варіанта за списком групи. 

2. Знайти стаціонарні стани системи. 

3.  Лінеарізувати  рівняння в околі кожного стаціонарного стану. 

4. Записати та розв’язати характеристичні рівняння для лінеарізованої 

системи. 

5. Визначити типи стаціонарних станів. 

6. Побудувати фазові портрети. 

7. Знайти розв’язки систем диференціальних рівнянь за допомогою 

інтелектуальної системи WolframAlfa з використанням запиту 

predator-prey model.  
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Теоретичні відомості 

У загальному вигляді моделі, що описуються системами двох автономних 

диференціальних рівнянь, можна записати як 

( , ),

( , ).

dx
P x y

dt

dy
Q x y

dt

ìïï =ïïï
í
ïï =ïïïî

 

Дослідження нелінійних систем другого порядку будемо проводити за 

наступним загальним планом. 

1. Знаходимо стаціонарні стани 1 1 2 2( , ),( , ),...,( , )n nx y x y x y  системи двох 

автономних диференціальних рівнянь, прирівнюючи похідні та, як 

наслідок, праві частини рівнянь до нуля: 

( , ) 0,

( , ) 0.

P x y

Q x y

ì =ïï
í
ï =ïî

 

2. Лінеарізуємо рівняння поблизу кожного стаціонарного стану з номером 

, де 1, ,i i n= , знаходимо коефіцієнти лінеаризації: 

( , ), ( , ),

( , ), ( , ).

x i i y i i

x i i y i i

a P x y b P x y

c Q x y d Q x y

¢ ¢= =

¢ ¢= =
 

 Поведінка розв’язків лінеаризованої системи в околі нульової точки 

будеповністю збігатися з поведінкою розв’язківв околі стаціонарного стану 

нелінійної системи, за виключенням центру. 

3. Записуємо характеристичне рівняння для лінеаризованої в околі кожного 

стаціонарного стану системи: 

( λ)
0

( λ)

a b

c d

-
=

-
 або 2λ ( )λ ( ) 0a d ad bc- + + - = . 

4. Знаходимо корені характеристичного рівняння (або використовуємо 

біфуркаційну діаграму) і визначаємо тип фазового портрету в околі 

кожного стаціонарного стану: 

2

1,2

1
λ (( ) ( ) 4( ))

2
a d a d ad cb= + ± + - - . 

5. Будуємо загальний фазовий портрет, поєднуючи на одній фазовій 

площині фазові портрети кожного зі знайдених стаціонарних станів 

(табл. 4.2). 

Позначимо через σ=(a+d) , 
a b

ad bc
c d

D = = - . 
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Таблиця 4.2 – Класифікація стаціонарного стану системи в залежності від 

показників Ляпунова 
1,2λ . 

 

Тип особливої 

точки 

Область на 

площині 

Фазовий портрет Тип траєкторій 

1.Сідло. 

1 2λ та λ  –  дійсні, 

1 2λ λ 0× <  

0D <  

 

Гіперболи 

2.Нестійкий 

вузол. 

1 2λ та λ  –  дійсні, 

1,2λ 0>  
2

0,

σ>0,

σ 4 0.

ìïD >ïïï
í
ïïï - D >ïî

 

 

Параболи 

3.Стійкий вузол. 

1 2λ та λ  –  дійсні, 

1,2λ 0<  
2

0,

σ 0,

σ 4 0.

ìïD >ïïï <í
ïïï - D >ïî

 

 

Параболи 

4.Нестійкий 

фокус. 

1 2λ та λ  –  

комплексні, 

1,2Reλ 0>  

2

0,

σ>0,

σ 4 0.

ìïD >ïïï
í
ïïï - D <ïî

 

 

Спіралі 

5.Cтійкий фокус. 

1 2λ та λ  –  

комплексні, 

1,2Reλ 0<  
2

0,

σ<0,

σ 4 0.

ìïD >ïïï
í
ïïï - D <ïî

 

 

Спіралі 

5.Центр 

1 2λ та λ  –  

комплексні, 

1,2Reλ 0=  

0,

σ=0.

ìD >ïï
í
ïïî

 

 

Концентричні  

еліпси 
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Поєднуючи розглянуті випадки, отримаємо біфуркаційнудіаграму, яка 

розбиває площину параметрів σ (Δ) на області, що відповідають різним типам 

стаціонарного стану(рис. 4.2). 

      σ 

    2σ / 4= D  

 

       Δ 

 

 

Рисунок 4.2 – Біфуркаційна діаграма для системи першого наближення 

Варіанти 1–5 описують так звані грубі стани рівноваги. Варіант 6 – 

особлива точка типу "центр", негрубий стан рівноваги. Характеристичне 

рівняння для цієї точки має чисто уявнікорені, а фазові траєкторії в околі 

стаціонарного стану мають вигляд концентричних еліпсів. Відхилення від 

стаціонарного стану призводить до руху зображувальної точки по іншій 

еліптичній траєкторії, згодом відхилення не згасає, але й не збільшується. 

Таким чином, особлива точка типу "центр" є стійкою, але не асимптотично 

стійкою. 

Контрольні питання для самоперевірки 

1. Моделі Лотки та Вольтерри є лінійними чи нелінійними? 

2. Скількистаціонарнихстанів має модель Лотки? Яка їх стійкість? 

2. Як залежіть характер особливої точки від швидкості розпаду речовини 

в моделі Лотки? 
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3. Скільки стаціонарних станів має модель Вольтерри? Яка їх стійкість? 

4. Чи є стійкими коливання моделі Вольтерри? 

5. Чим відрізняється динаміка коливань у моделі Вольтерри від 

коливань у моделі Лотки? 

Типові задачі 

1. Модель вибору одного з рівноправних видів може описуватися 

системою рівнянь 

,

,

dx
ax xy

dt

dy
ay xy

dt

ìïï = -ïïï
í
ïï = -ïïïî

 

де a  – коефіцієнт розмноження кожного з видів, 1,5a= . 

Знайдіть координати особих точок. Визначте тип кожногоіз знайдених 

стаціонарних станів.Побудуйте фазовий портрет системи: а) побудуйте 

основніізокліни системи; б) позначте стаціонарні точки на фазовійплощині; в) 

побудуйте, де потрібно, сепаратриси; г) збудуйтефазові траєкторії та стрілками 

вкажіть їх напрямок. 

2. Модель конкуренції рівноправних видів у безрозмірних змінних може 

бути описана системою рівнянь: 

(1 ),

(1 ).

dx
x by x

dt

dy
y bx y

dt

ìïï = - -ïïï
í
ïï = - -ïïïî

 

Тут коефіцієнт b показує, у скільки разів відрізняються 

швидкостіміжвидової та внутрішньовидової конкуренції. Знайдіть координати 

особих точок. Визначте тип кожного знайденого стаціонарного стану залежно 

від b (розгляньте заb≠1). Побудуйте фазові портрети системи за b = 2 

(міжвидова конкуренція в 2 рази перевищує внутрішньовидову) та при b=0,5 

(внутрішньовидова конкуренція в 2 рази перевищує міжвидову): 

а) побудуйте основні ізокліни системи; 

б) позначте стаціонарні точки на фазовій площині; 

в) побудуйте, де необхідно, сепаратриси, вкажіть області (вище або 

нижче сепаратрис) тяжіння стійких станів; 

г) побудуйте фазові траєкторії та стрілками вкажіть їх напрямок для 

кожного фазового портрета. 
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Лабораторна робота № 5 

 

Тема роботи:Оптимізаційні моделі.Побудова математичної моделі  складання 

сумішей (раціону) та її реалізація з використанням табличного процесору Excel. 

Мета роботи:ознайомлення з методамирозв’язання задач 

лінійногопрограмування з використанням табличного процесоруMicrosoft 

Excel. 

Завдання 

Ще один клас моделей виникає з економічних проблем, пов’язаних з 

виготовленням різних сумішей:  

 у сільськогосподарському виробництві при визначенні складу добрив;  

 при використанні різних видів пального для отримання пального іншої 

марки;  

 в металургії при виготовленні сталі з кількох марок сталі;  

 при складанні раціону харчування сім’ї, спортсменів, худоби.  

Таблиця 5.1 – Початкові дані моделі складання сумішей (раціону) 

 

У таблиці позначено: ija – вага i-го компонента (кг) в одному кг j-го 

матеріалу; ib  – потрібна вага i-го компонента у вихідній суміші; jc  – ціна 

одного кг j-го матеріалу. Ці показники вважаються постійними, тобто ija , ib , jc

=const , 1,i m=  , 1,j n= ; jx  – загальна вага j-го матеріалу в суміші ( 1,j n= ).  
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Задача полягає в знаходженні вектора суміші 1 2( , ,..., )nx x x x=  мінімальної 

вартості 1 1 2 2 ... n nF c x c x c x= + + + . 

До добового раціону сім’ї входять два продукти: м’ясо і фрукти. Щодо 

кожного з продуктів відомо: скільки в одному кілограмі міститься білка, 

вітаміну А, вітаміну В, вітаміну С та вартість одного кілограму м’яса та 

фруктів. Обчислити загальну вагу продуктів у раціоні мінімальної вартості, при 

умові, що у сукупності всі продукти повинні містити не менше заданої 

кількості компонентів (білка, вітаміну А, вітаміну В, вітаміну С).Початкові дані 

наведені в табл. 5.2. 

Таблиця 5.2  – Початкові дані задачі добового раціону 

Вид компонента Вага компонента (у.о.) в 

одному кг продукту 

Потрібна вага 

компонента в 

раціоні, у.о. Продукт №1 Продукт №2 

Білок 
11a  12a  1b  

Вітамін А 
21a  22a  2b  

Вітамін В 
31a  32a  3b  

Вітамін С 
41a  42a  4b  

Ціна 1 кгпродукту, 

грн./кг 
1с  2с   

 

Потрібно знайти оптимальний план задачі за наборами параметрів, наданими 

у табл. 5.3, згідно з номером варіанту за списком групи. 

Таблиця 5.3 – Параметри оптимізаційної моделі 

№ 
11a  12a  1b  21a  22a  2b  31a  32a  3b  41a  42a  4b  1с  2с  

1 17 0,9 10 0,09 12 4 4,1 0 1 0 7,1 1 45 19 
2 15 0,9 10 0,07 12 4 4,1 0 2 0 7,2 1 55 15 
3 11 0,8 10 0,05 11 4 2,1 1 1 2 7,1 1 37 15 
4 18 0,8 10 0,07 11 4 4,3 0 1 0 7,6 1 39 17 
5 17 0,9 12 0,07 11 4 4,1 0 1 1,2 7,7 3 30 21 
6 18 0,8 10 0,07 11 4 4,3 0 1 0 7,6 1 39 17 
7 17 0,9 10 0,09 12 4 4,1 0 1 0 7,1 2 46 16 
8 21 0,9 10 0,1 14 4 5,1 0,05 1 0,01 7,1 2 42 22 
9 11 0,9 10 0,07 10 4 4,2 0,02 1 0 7,3 2 12 32 
10 16 0,8 10 0,05 11 4 3,9 0,08 1 1 7,3 3 15 42 
11 13 0,9 10 0,07 12 4 4,2 0,09 1 0 7,7 1 12 31 
12 18 0,8 10 0,09 10 4 3,8 0 1 0 7,5 2 34 25 
13 13 0,9 10 0,08 11 4 3,9 0 1 1 7,3 3 21 21 
14 15 0,8 10 0,08 12 4 3,3 0 1 0 7,5 3 42 37 
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15 16 0,9 10 0,07 10 4 4,2 1 1 1 7,7 1 38 11 

 

 

Теоретичні відомості 

У задачах лінійного програмування завжди необхідно знайти мінімум  

(або максимум) лінійної функції багатьох змінних за лінійних обмеженьу 

вигляді рівностей або нерівностей. 

1 1 2 2 ... ,n nF c x c x c x opt= + + + ®  

за умов 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

... ,

... ,

...

... ,

0, 1, .

n n

n n

k k kn n k

i

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

x i n

ìï + + + £ïïï + + + £ïïïï
í
ïï + + + £ïïïï ³ =ïïî

 

У задачі цілочислового програмування додається обмеження, що всі ix

мають бути цілими.  

У табличному процесорі Microsoft Excel передбачено спеціальний 

інструмент для розв’язання оптимізаційних задач –Розв’язувач, що 

запускається за допомогою Дані  Розв’язувач. Цей засіб шукає розв’язок 

оптимізаційної задачі за ітеративним алгоритмом, багаторазово змінюючи 

значення змінних на малу величину і таким чином наближуючи цільову 

функцію до оптимального значення. 

ПРИМІТКА. Якщо вкладка Дані не містить команди Розв’язувач, то 

необхідно перейти на вкладку Файл Параметри   Надбудови та встановити в 

діалоговому вікні прапорець Пошук розв’язання. 

Після виконання команди Дані   Розв’язувачвідкриється 

вікноПараметрирозв’язувача(рис. 5.1). 

Розглянемо призначення основних елементів діалогового вікна 

Параметри розв’язувача. 

У полі «Оптимізувати цільову функцію:» вказують адресу цільової 

клітинки (ця клітинка повинна містити формулу цільової функції). 

За допомогою перемикача «До:» вказують, що потрібно зробити з 

цільовою функцією: максимізувати, мінімізувати або отримати задане значення. 

У полі «Змінюючи клітинки змінних:» вказують адреси клітинок, де 

містяться аргументи цільової функції. 

Область «Підлягає обмеженням:» призначена для відображення списку 

граничних умов поставленої задачі. 
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Рисунок 5.1  – Вікно команди "Розв’язувач" 

 

Кнопка «Додати» призначена для створення обмежень. 

Кнопку «Змінити» використовують для редагування наявних обмежень. 

Кнопка «Видалити» призначена для скасування виділеного обмеження. 

Кнопку «Параметри» використовують для завантаження або збереження 

оптимізаційної моделі, визначення граничного часу роботи засобу та 

настроювання інших параметрів. 

За допомогою кнопки «Розв’язати» запускають процес пошуку розв’язку. 

Кнопка «Закрити» призначена для виходу з вікна без пошуку розв’язку 

(усі настройки зберігаються). 

Отже, у вікні Параметри розв ‘язувача потрібно ввести дані про змінні, 

цільову функцію та обмеження і клацнути кнопку «Розв’язати».  

Проте перш ніж скористатися розглянутим інструментом, математичну 

модель необхідно подати у вигляді електронної таблиці. Перелічимо дії, які 

потрібно виконати. 

Визначити, у яких клітинках зберігатимуться значення змінних. 

Ввести формулу цільової функції у цільову клітинку (у формулі 

використовуватимуться адреси клітинок змінних). 

Ввести обмеження. Обмеження, як правило, мають вигляд формула  (  ,=) 

число. Сам знак «  », «  » або вводити не потрібно, адже це буде зроблено у 

вікні Параметрирозв’язувача. Достатньо лише ввести у відповідну клітинку 

формулу обмеження, а в іншу клітинку – число. Зазначимо, що прямі 
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обмеження в ЗЛП не потрібно вводити в електронну таблицю; їх можна задати 

безпосередньо у вікні Параметри розв’язувача. 

Коли інструмент Розв’язувач завершить роботу, буде відображено вікно 

«Результати пошуку розв’язку». Якщо просто клацнути кнопку ОК, на аркуші 

моделі буде відображено оптимальне значення цільової функції та значення 

змінних, за яких воно досягається. Якщо перед тим вибрати перемикач 

«Відновити вихідні значення», то усі значення залишаться такими ж, як і до 

пошуку розв’язку, а якщо вибрати елемент «Результати» у списку «Тип звіту», 

то буде створено аркуш з детальним аналізом розв’язання задачі. 

 

Контрольні питання для самоперевірки 

1. Які існують основні методологічні принципи моделювання? Яка 

основна сутність кожного методологічного принципу моделювання? 

2. Дайте означення математичної моделі. Які ви знаєте основні типи 

моделей? 

3. Які особливості мають математичні моделі оптимізаційних задач? 

4. Наведіть постановку загальної оптимізаційної моделі. 

5. Для складних проблем в бізнесі не існує оптимальних рішень. Однак 

оптимізаційні моделі дають оптимальні розв’язки. У якому сенсі ці 

розв’язки оптимальні? 

6. Наявність системи обмежень звужує діапазон значень, які може 

приймати керовані змінні та, відповідно, цільова функція. Поясніть це 

твердження. 

7. Відповідно до опису вкажіть правильне визначення:

 

Типові задачі 

 

1. Кондитерська фабрика для виробництва трьох видів карамелі А, В і С 

використовує три види основної сировини: цукор, патоку та фруктове 

пюре. Норми витрат сировини кожного виду на виробництво 1 т карамелі 

даного виду наведені в таблиці. У ній також указана загальна кількість 
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сировини кожного виду, яка може бути використана фабрикою, а також 

наведений прибуток від реалізації 1 т карамелі кожного виду. 

 

Таблиця  – Вихідні дані задачі 

 
 

Визначити план виробництва карамелі, який забезпечує 

найбільшийприбуток від її реалізації. 

 

2. Підприємство складається з п’яти підрозділів, які виробляють продукцію. 

На реконструкцію підприємства виділено 500 тис. грн. Приріст продукції 

з розрахунку на одну тисячу гривень, вкладених у кожний підрозділ, 

складає відповідно 20, 50, 30, 40 та 60 одиниць. Визначте план розподілу 

коштів між підрозділами підприємства, який забезпечить максимальне 

зростання загального приросту від реалізації продукції за умови, що для 

третього підрозділу необхідно виділити не більше 20 % коштів, для 

другого – не більше 50 %, для четвертого – щонайменше половину того, 

що для першого підрозділу, а для п'ятого – рівно 20 % коштів. 
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